Constructible functions and motivic integration II. We extend the formalism of an earlier Note to a global setting for which a theorem on fiber integrals and a Fubini theorem are obtained. We compare our formalism to the previous constructions given by Denef and Loeser.
definition does not depend on i and j . More generally, we shall say a subassignment h of h[X , X, r] is definable if there exists coverings (U i ) and (U j ) of X and X by affine open subsets such that h ∩ h[U i , U j , r] is a definable subassignment of h[U i , U j , r]
for every i and j . We get in this way a category GDef k whose objects are definable subassignments of some h[X , X, r], morphisms being definable morphisms, that is, morphisms whose graphs are definable subassignments. The category Def k is a full subcategory of GDef k . The definition of dimension given in [1] may be directly generalized to objects of GDef k . Also the definition of C + (S) for S in GDef k directly extends.
Let S be a definable subassignment of some h [X , X, r] . We denote by A(S) the ring of definable morphisms S → h[ 
We set Ω i (S) := A(S) ⊗ A(h[Y]) Ω i h[Y] (Y), the A(h[Y])-algebra structure on A(S)
given by composition with π . We now assume that S is of dimension d. We denote by A < (S) the ideal of functions in A(S) that are zero outside a definable subassignment of dimension < d. There is a canonical morphism of abelian semigroups λ :
, and we define the set | Ω| + (S) of definable positive volume forms as the quotient of the free abelian semigroup on symbols (ω, g) with ω in Ω d (S) 
We write g|ω| for the class (ω, g), in order to have g|f ω| = gL − ord f |ω|. The C + (S)-semimodule structure on C d + (S) induces, after passing to the quotient, a structure of semiring on C d + (S), and | Ω| + (S) is naturally endowed with a structure of C d + (S)-semimodule. We shall call an element |ω| in | Ω| + (S) a gauge form if it is a generator of that semimodule. If S is a definable subassignment of dimension d of h[m, n, r], one may construct, similarly as Serre [9] in the p-adic case, a canonical gauge form |ω 0 | S on S.
Let f : S → S be a morphism in Def k , with S of dimension s and S of dimension s . Using affine charts and canonical gauge forms on these charts, we define f -integrable forms α in | Ω| + (S) and their pushforward f 
Finally, in Theorem 3.1 and Theorem 3.2, we explain how the present framework for motivic integration specializes both to 'classical' motivic integration as constructed in [3] and to its arithmetic version constructed in [4] . La catégorie Def k est une sous-catégorie pleine de GDef k . La notion de dimension introduite dans [1] s'étend immédiatement aux objets de GDef k , ainsi que le fait que la dimension soit invariante par isomorphisme (Proposition 1.1 de [1] ). Si S est un objet de GDef k , les définitions de la catégorie RDef S , du semi-anneau (U 0 ) est engendré par une forme ω non nulle,
Formes volume sur les sous-assignements définissables globaux
→ Ens donné par K → X (K((t))) × X(K) × Z r . Lorsque X = Spec k et r = 0, on écrit h[X ] pour h[X , X, r]. Si X et X sont affines et si i : X → A m k((t )) et j : X → AC + (S), de l'anneau C(S), du C + (S)-semi-module gradué C + (S) et du C(S)-module gradué C(S) données en [1] s'étendent directement.
Formes différentielles définissables. Soit S un sous-assignement définissable d'un h[X , X, r]. On note A(S) l'anneau des morphismes définissables S
→ h[A 1 k((t )) ]. On va définir, pour i dans N, le A(S)-module Ω i (S) des i-formes définissables sur S. Soit Y le fermé de X , adhérence de Zariski de l'image de S par la projection π : h[X , X, r] → h[X ]. On considère le faisceau Ω i Y des i-formes algébriques sur Y, on note A Y le faisceau Zariski associé au préfaisceau U → A(h[U ]) sur Y, Ω i h[Y] le faisceau A Y ⊗ O Y Ω i Y , et on pose Ω i (S) := A(S) ⊗ A(h[Y]) Ω i h[Y] (Y), la structure de A(h[Y])-algèbre sur A(S) étant donnée par composition avec π .
Formes volume définissables. On suppose maintenant que S est de dimension d. On note A < (S) l'idéal des fonctions dans A(S) qui sont nulles en dehors d'un sous-assignement définissable de dimension < d. On a un morphisme canonique de semi-groupes abéliens λ : (A(S)/A < (S))
→ C d + (S) qui envoie la classe d'une fonction f sur la classe de L − ord f , avec la convention L − ord 0 = 0. On pose Ω d (S) = A(S)/A < (S) ⊗ A < (S) Ω d (S),(ω, g) avec ω dans Ω d (S) et g dans C d + (S) par les relations (f ω, g) = (ω, λ(f )g), (ω, g + g ) = (ω, g)+(ω, g ) et (ω,|ω 0 | |h[U 0 ⊗Spec k((t ))] = |ω| dans | Ω| + (h[U 0 ⊗ Spec k((t))]).
Intégration des formes volume et théorème de Fubini
Soit f : S → S un morphisme dans Def k , avec S de dimension s et S de dimension s . Toute forme volume positive α dans | Ω| + (S) s'écrit α = ψ α |ω 0 | S avec ψ α dans C s + (S). On dit que α est f -intégrable si ψ α est f -inté-grable et on pose alors 
Comparaison avec les constructions antérieures

Comparaison avec la construction classique.
Dans la définition de Def k , RDef k et GDef k , au lieu de considérer la catégorie F k des corps contenant k, on pourrait choisir de se restreindre à la sous-catégorie ACF k des corps algébriquement clos contenant k et définir ainsi des catégories Def k,ACF k , etc. Il résulte du théorème de constructibilité de Chevalley que
pour la filtration par la dimension virtuelle considéré dans [3] .
Soit X une variété algébrique sur k de dimension d.
dans le langage L DP , avec la restriction que les constantes dans la sorte de type Val apparaissant dans les formules définissant W dans des cartes affines définies sur k sont dans k (et non dans k((t))). On suppose que
Avec les notations de [3] , les formules définissant W dans une carte affine définissent un sous-ensemble semi-algébrique de l'espace des arcs L(X) dans la carte correspondante, et de cette façon on associe canoniquement à W une partie semi-algébrique W de L(X). De même à toute fonction définissable à valeurs entières α sur W (vérifiant la condition additionnelle que les constantes dans la sorte de type Val apparaissant dans les formules définissant α ne peuvent être prises que dans k) on associe une fonction semi-algébriqueα sur W . 
µ désignant la mesure motivique construite dans [3] .
Il résulte du Théorème 3.1 que pour les ensembles et les fonctions semi-algébriques l'intégrale motivique construite dans [3] 
A, sans qu'il soit nécessaire de compléter d'avantage l'anneau de Grothendieck.
Comparaison avec l'intégration motivique arithmétique.
A la place de ACF k , on peut aussi considérer la catégorie PFF k des corps pseudo-finis contenant k. Rappelons qu'un tel corps est un corps parfait F admettant une unique extension de degré n pour tout n dans une clôture algébrique fixée, et tel que toute variété géométriquement irréductible sur F admette un point F -rationnel. Par restriction de F k à PFF k on définit des catégories Def k,PFF k , etc. En particulier l'anneau de Grothendieck K 0 (RDef k,PFF k ) est identique à l'anneau noté K 0 (PFF k ) dans [5] et [6] .
Dans l'article [4] , l'intégrale motivique arithmétique prenait ses valeurs dans un certain complété
Ce n'est qu'un peu plus tard qu'il a été remarqué dans [5] et [6] que l'on peut se restreindre à un anneau plus petit noté K mot 0 (Var k ) ⊗ Q, dont nous allons maintenant rappeler la définition. Le corps k étant de caractéristique zéro, il existe, d'après [7] et [8] , un unique morphisme d'anneaux 1 W |ω 0 | = ν( W ), ν désignant la mesure motivique arithmétique définie dans [4] .
Il résulte du Théorème 3.2 que dans le présent contexte l'intégrale motivique arithmétique construite dans [4] existe déjà dans K 0 (PFF k ) ⊗ Z[L] A, sans qu'il soit nécessaire de compléter d'avantage l'anneau de Grothendieck ni de passer aux motifs de Chow.
Les détails des constructions et des preuves seront donnés dans [2] .
